Kompleks Funktionsteori
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ALBERT B. CARLSON (KGV619)

29. november 2024

“The shortest path between two truths in the real domain passes through the
complex plane.” — Jacques Hadamard

§ 1

Betragt funktionen ,
flz)=e*/% zeC.

§1(a)

Betragt billedmeengden B = {f(v(t)) | t € [2,4]}, hvor (t) = ¢t + v/27i. Begrund
hvilke af punkterne 0 eller 1 der tilhgrer B.

Pastand — 1, men ikke 0, tilhgrer B.

Bevis. Bemaerk forst, at 1 € B idet v27 € [2,4] ! og

F(y(V2m) = f(v2r + v2ri)
= exp(— (V2 + v27i)?/2)
= exp(—(2m — 27 + 2 - 27i) /2)

Nu vises, at 0 ¢ B. Hvis, for modstrid, 0 € B ville f(z) = exp(—2%/2) og dermed exp(z)
have et nulpunkt i C. Men hvis z = a + ib, a,b € R opfylder exp(z) =0 er

0 = |0 = [exp(2)| = |exp(a + ib)| = |exp(a) exp(ib)| = [exp(a)||exp(ib)| = [exp(a)| > 0

hvilket er en modstrid. Uligheden fglger af at exp velkendt er strengt positiv pa R. [

§1(b)

Bestem samtlige lgsninger til ligningen f(z) = 1 i den komplekse plan og skitsér
beliggenheden af nogle af dem.

'Dette ses fx ved, at 2 < 7 < 8 54 2 = V4 < V271 < V16 = 4.
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Pastand — Lgsningsmaengden til f(z) = 1 over C er givet ved
{£+/27p £ i\/27p | p € No}.

Bevis. Antag, at der for et z € C geelder at f(z) = 1, dvs. exp(—22/2) = 1. Ifglge Thm.
1.18 haves da, at
—2%/2 = —27ip

for et —p € Z. Altsa 2% = 4mip, dvs. 2 er rent imaginzer, hvoraf det tolkes, at z derved

ligger pa en af “diagonalerne” af det komplekse plan, altsa at z = a & ai for et a € R.
Ydermere er |22| = |4mip| = 47|p|, men ligeledes |z|> = a® + (da)? = 2a?, altsa
2a* = 4rp|
= a = ++/27|p|.

Det tjekkes nu, at samtlige lgsninger pa denne form faktisk virker; givet z = a + ai =
+/2mq £ i\/2mq for et g € Ny (hvor de to +’er kan valges uathengigt af hinanden) fas

(2) = exp [~ (£+/27q +i\/2mq)? _ oxp _2mq +i*2mq £2 - 2mqi
2 2

> = exp(F2mqi) =1

hvilket bekreefter hypotesen, sa lgsningsmeengden er givet ved {++/2mp+i\/27p | p € Ny}
som gnsket. O

Nu plotter vi nogle af lgsningerne.
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Losninger ner origo til f(z) =1 plottet vha. Maple.

§1(c)

Lad Q, = {z € K(0,a) | R(2) > 0}. Vis, at f er injektivi Q 4.
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Bevis. Antag, at f(z) = f(w) for z,w € Q 5~ C K(0,v/2r). Da har vi, at [2|?, Jw]?* < 27,

samt at

—22/2 —w?/2

e =e —

—

—

sa det folger det af trekantsuligheden,

6(z2—w2)/2 -1

22 — w?
2

2% —w? = 4mip

= 2mip foret peZ

at

dr|p| = |4mip| = |22 — w?| < |2* + |w|? < 47

s& p = 0 og derved viser (1) at 22 = w?. At z # —w folger af, at R(2), R(w) > 0. Altsa

er z =w og derved er f injektiv i 5 som gnsket.

O
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§2
For potensraekken
oo
flz) = Z anz"
n=0
indfpres Tr = {t > 0 | |a,|t" er en begraenset folge} og konvergensradius py = sup T7.
Konvergensradius kan ogsa udtrykkes ved

1

limsup,, ., V/]an|

§2(a)

Lad a, =n(n—1),n =0,... oglad g(z) = > 2 anz". Vis, at p, = 1 og at der
geelder

g(2) = m

for |z] < 1.

ﬂf)gzl

Bevis. Definer .
G(z) = Z 2"
n=0

og genkald, at G har konvergensradius pg = 1. Ved at anvende Lemma 1.11 og Thm.
1.12 to gange fas, at

G'(z) =) n(n—1)""?
n=0

for |z] < pgr = pa =1, sa
2G"(2) = g(2)

har ngdvendigvis samme konvergensradius, dvs. p; = 1 som gnsket. O

222

192 = EBE

1
Bevis. Genkald nu, at G(z) = 1 for |z] < pag =1, sa

-z
Y B 1 " B 1 /_ 2
G<Z)_<1—z “\a=22) T a—2p
og ergo er
222
_ 2
g(Z) z G//(Z) - (1 o Z)S

for |z] < 1, som gnsket. O
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§ 2 (b)

Lad

o
h(z):Zz”!:z+22+26—|—z24—|—....

n=1

Bestem talfplgen {a,} sa h(z) = > 07 ;anz™ og bestem derneest T}, og pp,. Findes
greenseveerdien lim,, oo ¥/|an|?

Det ses klart, at folgen {ay, }nen er givet ved

1 k=m!foret N
ak:{ me for et m € for alle k € N.

0 ellers
Bemeerk specielt, at |ax| < 1 for alle k£ € N.

Pastand — T3, =[0,1] og pp, = 1.
Bevis. Det ses for 0 < ¢t < 1, at |a,|t" < 1-1" =1, for alle n € N, sa folgen |a,|t" er
altsa begraenset for disse t. Men for ¢ > 1 antager fglgen vilkarligt store veerdier: for et

vilkarligt N > 0 har vi at for et vilkarligt tilstraekkeligt stort naturligt tal n > In N/In¢
at n! > n og at

|an!|tn! _ tn! > tlnN/lnt — 6lnt-lnN/lnt — 6lnN - N
som gnsket. Altsa er Tj, = [0, 1].

Heraf ses, at pp = sup T, = sup|0, 1] = 1. O

Pastand — Graenseveerdien lim,,_, o {/|a,| findes ikke.

Bevis. Antag for modstrid at greenseveerdien eksisterer og kald denne L.

Vi opdager, at for € = 1/4 geelder, at uanset hvor stort et naturligt tal N > 2 du matte

veelge, er N! > N og
anr=1= V|1 = V]an|

aN!+1 — 0 — N!+1 ’0| — N!+1/|aN!+1|

sa det folger af trekantsuligheden, at

og

1=|1|=|1-L+1|
< [1=L{+|-L]
= | Viam| = LI + | "/ ]ania| = L]
<e+e
=1/2

hvilket er en modstrid da 1 £ 1/2, sa greenseveerdien eksisterer altsa ikke. O
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§3

Lad 49
f&)="=5

§3 (a)

Vis, at f: C\ {i} — C\ {1} er bijektiv og bestem dens inverse funktion.

Bevis. Bemaerk, at f~': C\ {1} — C\ {i} givet ved

wi + 2
w—1

fHw) =

opfylder, at

(f 1o f)(z) = £ (”?)

z—1
22
_ 2=
Z+2_—1
z2—1
(2 +2)i+2(z —1)
z24+2—(z—1)
424222
42— 2z2+414
 (2+14)z
241
=z

for samtlige z € C\ {i}, og

(fo f™)w) = f (“’”2)

w—1
+ 2
w1 + P
_w—1

T owi+2

w—1
wi+242(w—1)
wi+2—i(w—1)

C2+dw
24
=w
for samtlige w € C\ {1}.
Vi har altsa konstrueret inversen, hvilket samtidig viser, at f er bijektiv. O

§ 3 (b)
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Skitsér kurverne v1(t) =t og v2(t) = it for t € R.
Vis, at billedkurverne ¢ — f(y1(t)) og t — f(72(t)) skeerer hinanden i punktet 2i og
bestem en skeeringsvinkel.

Kurverne 1 og 2 er hhv. den reelle og imagineere akse, og behgver derfor ingen skitse.

Det ses, at f(71(0)) = 2i = f(72(0)), og derved at begge kurver gar gennem, og dermed
skeerer hinanden, i 2i. Skeeringsvinklen er ret, idet f er holomorf i C\ {i} (da den er en
kvotient af holomorfe funktioner), og ydermere er

(z+2)(z—1)— (2 +2)(z —1) 241

f'(z) = . =— S #0
(z —1) (z —1)

sa det folger af angle preserving-egenskaben gennemgaet pa s. 16, at f er konform i 0, sa
skeeringsvinklen er ret, da de to originale kurver oplagt er ortogonale.

Vis, at billedmeengden f(iR\ {i}) = {f(72(¢)) | t € R\ {1}} er en ret linje pa nzer ét
punkt og bestem en parameterfremstilling eller lignende for den.

Vis endvidere, at f(R) = {f(71(¢)) | t € R} er en cirkel pa naer et enkelt punkt og
angiv cirklens centrum og radius.

Skitsér billedmaengderne i den komplekse plan.

Pastand — Billedmaengden f(iR \ {i}) danner linjen parameteriseret ved

1+ (1—2i)s, se R\ {0}.

Bevis. Lad s = 1/(t — 1) og bemeerk, at s dermed antager alle reelle veerdier undtagen 0
nar ¢ lpber gennem R\ {1}. Sa for et ¢t € R\ {1} har vi

e itH2 (it 42) -2 t—141-2 ,
foelt) =10 =G == “ =1~ -1 T2

Pastand — Billedmangden f(R) danner cirklen

(e
or (3 +

Bevis. Vi viser forst, at f(R 1+ i) \ {1}. Lad derfor ¢t € R. Da haves

o (T

At +2)(t+i) (t—i)t+1i) 2t —i)(t+1i)|

2t —i)(t+1i) 20t —i)(t+i) 20t —i)(t+1i)

212+ ti4+ 264+ 20) — (24 1) = 2i(t2 + 1) ?
2(2 + 1)

22 + 20+ At + 4i — 2 — 1 — 2it2 — 2i |

2(t2+1)
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2

_‘(t2+4t—1)+i(2t+4—2t2—2)

262 +1)
2 2 2 2
_ (tz(—it—fj_ 1)1) <2t—|—221t2 +2t1) 2) da [2]? = R(2)? + S(2)?
(' + 16t2 + 1 + 83 — 2t2 — 8t) + (41? + 4 + 4t* + 8t — 8t3 — 8t?)
- 42+ 1)2
5(t2 +1)2
T A+ 1)2

o

hvilket viser, at alle punkter ligger en distance v/5/2 fra det angivne centrum. For at
fuldfgre denne del af inklusionen tjekkes, at 1 ¢ f(R) idet f(z) =1 <— z+2 =
z —1 <= 2 =1, hvilket ikke er tilfseldet.

Den omvendte inklusion overlades til leeseren. :) O



