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“Ca me semble extrémement plaisant de ficher comme ¢a beaucoup de choses,
pas droles quand on les prend séparément, sous le grand cheapeau des foncteurs
dérivés.” — A. Grothendieck, februar 1955

§1
Lad

§1(a)

Bestem konvergensradius p for Taylorraekken for f med centrum i 0.

Pastand — p = 2.

Bevis. Af 4.8 far vi, at p > 2, idet f er lig summen af Taylorraekke med centrum i 0 i
den stgrste abne kugle indeholdt i C\ {£2i}, som er definitionsmeengden af f. Denne

kugle er netop K(0,2).

At p faktisk er 2 folger af, at f(z) — oo for z — +2i, idet naevneren gar mod 0 og

teelleren mod hhv. €2 > 0 og =2 > 0, s singulariteten kan ikke haeves.

§1(b)

Vis, at Taylorreekken for f med centrum i 0 er givet ved

f(2) =) ad",
k=0

hvor ap = a1 = 1/4 og

_ 1w
4! 4’

ag k‘:2,3,....

Bestem herved veerdien af £(%)(0).
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Bevis. Af definitionen af f udledes, at e* = (22 +4) > 72, ax2"* si ved indsettelse af
eksponentialfunktionens Taylorraekke fas, at

o 1 o
Z sz = (22 +4) Z a2
k=0 k=0
oo
= 2(22 + 4)ay 2"
k=0

o0
= Z 4akzk + akzk+2
k=0

o o
= E 4akzk + Z ak,gzk
k=0 k=2

[e.e]
= 4dag + 4a1z + 2(4% + ak_g)zk
k=2

sa ved vha. 1.14 at sammenligne koefficienter far vi, at 4ap = 1/0! =1 = 1/1! = 4a; sa
ap = a; = 1/4 som gnsket, og for k > 2 er

1
i day + ag—2

som let omskrives til det gnskede. O

Pastand — f(®(0) = 7/8.

Bevis. Vi ved af 1.13, at f*)(0) = k! - ay, sa

1 a 1 1 1 a 7
Gy =5-a- =5 — ) _x _ - _Ayy L
f(0) =5t -a5 =51 (4-5! 4) o (4-5! 4 <4-3! 4>> 8

§1(c)

Udregn veerdien af kurveintegralet

1 e

— _ Y
271 8K(1/2,1) 28 =+ 426

idet kurven gennemlgbes én gang mod uret.

Pastand — Integralets veerdi er 7/960.

Bevis. Af Cauchys formel for den n’te afledte har vi, idet f er holomorf i hele K(1/2,1),
at

1 e 1 fG), _ £©)(0) 7 7

% 8K(1/2,1) 2'8 + 42’6 c= % 8K(1/2,1) 26 5' 8 . 5' 960
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§ 2
§2(a)

Om en hel funktion f vides, at uligheden |f(z)| < (In|z])**** gzlder for alle |z| > 10.
Vis, at f méa veere konstant.

Bevis. Idet f er hel folger det af 4.8, at er f lig med sin Taylorekspansion fra 0 i hele C,
altsa at

o0
/M) 4
f(z)fz T z € C.
k=0
Vi gnsker at vise, at f(®)(0) = 0 for alle k > 1, idet vi sa har, at alle koefficienter undtagen
den konstante er 0, hvorved f er konstant.

Af Cauchys formel for den n’te afledte og estimation lemma 2.8 har vi for alle n > 1 og

r > 10 at
|
W) = |2 / 2 4
‘f (0) 271 OK(0,r) 2+l
|
_n! / f2) .
27 |Jor (o) 2"
!
< &2777“ sup fn(iz
2r Leak (o) |2
n!
= sup |f(z)]
" 2€dK(0,r)
|
< % (Inr)®?® 50 for r— co.
r
Altsa er f((0) = 0 sa beviset er fuldfort. O
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§3

Lad u veere en harmonisk funktion i et omrade €.

§3(a)

Vis, at der for hvert zg € 2 findes et rg > 0 sa der geelder

1 27 )
u(z) = 27r/0 u(zo + re)dt

for 0 <r <ro.

Bevis. Idet © er et omrade (som pr. definition er abent) veelges for zg et 79 > 0 sa
K(zp,70) € Q.

Da K(zp, 7o) er enkeltsammenhaengende og u er harmonisk, konstruer da en holomorf
funktion f med Rf = u i K(zg,70) jf. 4.10.

Da fglger det af Cauchys Integralformel, at for alle 0 < r < ro geelder, at

_ _ 1 f(2)
u(z0) = Rf(z0) =R (27” /BK(zo,r) o ZOdz)

27 it
=R (1 —f(zo +ret) rieitdt>

2mi Jo 20 +rett — 2

1 2w i
=R (277 ; f(zo + e )dt>

1 27

=5 ; Rf(z0 + ret)dt

1 2 )
=5 ; u(zo + re)dt

som gnsket. For r = 0 er konklusionen triviel. O

§ 3 (b)

Antag, at den harmoniske funktion u har et lokalt maksimum i et punkt zy. Vis, at
u ma vaere konstant i en (lille) kugle omkring zg.

Bevis. Antag, at zy er maksimal i K(zg,r9) C 2 for et passende 19 > 0. Da er
g(r,t) = u(z0) — u(zo + Teit) >0

en ikke-negativ reel kontinuert funktion for alle 0 < t < 27 og alle 0 < r < rg, og ifglge 3
(a) er

2m 2m
/ g(r,t)dt = / u(z0) — u(zo + re't)dt
0 0
2 2 )
:/ u(zo)dt—/ u(zo + re')dt
0 0
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= 27mu(z) — 2mu(z9) =0

hvoraf vi af kontinuiteten og ikke-negativiteten har, at g(r,t) = 0 for ethvert ¢ € [0, 2m)
og r € [0,79). Det konkluderes, at g = 0 og dermed at u er konstant i K (zq, 7). O
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§4
§4(a)

Vis, at funktionen
1|z
u(z) = TR

er harmonisk i K(0,1) og bestem de harmonisk konjugerede til w.

Observer, at
142

1-=2
er holomorf i K(0,1) C C\ {1}. Derved er dens realdel harmonisk i K(0,1), sa ved at
skrive z = x 4 iy fas, at

Z =

I+z 1+xz+iy
11—z 1—z—1iy
(I+a+iy)(1 — = +1y)
(1—z—iy)(1 —x+1iy)
_ 1— 22—y + 2iy
1422 =204 y2

:1—(x2+y2)+i 2y
(z=12+y*  (z—-1)2 4y
1—1]2)2 . 29(2)

= i
2 =12 " [z -1

. 23(2)

:u(z)+z|z_1|2

og altsa at u er harmonisk i K(0,1), som gnsket.

Det aflaeses saledes ved brug af 4.10 at de harmonisk konjugerede til u er givet ved

for c € R.



