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“Mathematics consists in proving the most obvious thing
in the least obvious way.” — George Pdlya

§2.1
Betragt funktionen f: R — R givet ved

hvor n € {0} UN.

§2.1.a

Betragt forst tilfaeldet n = 0. Tegn ved hjezlp af Maple grafen for f i de tre forskellige
intervaller: [—10, 10], [-1,1] og [—1/10,1/10].

Nedenstaende kommandoer anvendes til at tegne graferne i Maple.

f :=x -> sin(1/x);
with(plots);

plot(f(x), x = -10 .. 10);
plot(f(x), x = -1 .. 1);
plot(f(x), x = -0.1 .. 0.1);

Bemaerkning. Vi har ignoreret at f(z) = 0 for x = 0, da det alligevel ikke sendrer pa
grafernes udseende.
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f plottet pa intervallet [—10, 10].

f plottet pa intervallet [—1,1].
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—=0.10 —0.05 D.0. 0.10

f plottet pa intervallet [—1/10,1/10].

§2.1.b

Lad igen n = 0, og betragt et vilkarligt reelt tal § > 0. Vis, at uanset hvor teet
0 er pa 0, findes der altid bade et z; € (0,6), sa f(z1) = 1 og et 2 € (0,0), sa
f(xz2) = —1. Brug dette til at afggre, hvorvidt f er kontinuert. Er f differentiabel?

: . . : 2 247 2—6m
Bevis. Lad ¢ > 0 veere givet. Vealg k € N tilstraekkelig stor sadan at k > 7% > =%,

Dette er altid muligt, da N er ubegraenset opadtil, hvorimod Qi;‘;” er givne konstanter

nar J er givet. Seet nu rq = m 0og To = ﬁ og bemeerk, at

2 2 2

2
Uek+Dr ~ 4+ e (2 -+ )1 2
0g
0< 2 < 2 2 2 5
[1;‘2 = = = — = 0.
@0 - r ErE ]

dvs. x1, 22 € (0,9) som kraevet. Derved haves

f(z1) = sin (;) = sin (;) — sin <W> — sin (2k7r + g) = sin (g) —1

(Ak+1)m
0g
1 1 4k — 1
f(z2) = sin <> = sin ( : ) = sin <()7T> = sin (2k7r — E) = sin (—E> =-1
T2 @Dn 2 2 2
som gnsket, hvor naestsidste lighed folger af at sin er periodisk med periode 27. O



Albert B. Carlson — 24. september 2024 MatIntro aflevering 2

Pastand — Af dette konkluderes at f ikke er kontinuert i = 0.

Bevis. Antag nemlig for modstrid, at ¢g := lim,_,o f(x) eksisterer. Dvs. Ve > 030 > 0
sadan at 0 < [z — 0| <d = |f(x) —g| <e.

Men fx € = 1 er et modeksempel, da vi i sa fald ikke kan veelge et 6 > 0sa 0 < |z — 0] =
|x| < § medferer at |f(z) — g| < e. Dette har vi nemlig lige vist; uanset hvor lille vi matte
veelge § er der forskellige |x1|, |xe| < d sa |f(z1) —g| = |1 — g] og |f(x2) —g| =|-1 —g|,
men

l—gl+[-1-gl=N-gl[+1+g/Z1-g+1+g|=[2|=2

pga. trekantsuligheden. Nar to tal har sum > 2 medfgrer det at mindst en af dem ikke
er mindre end £ = 1. Dvs. enten er |f(x1) — g| eller |f(z2) — g| ikke mindre end ¢, i
modstrid med antagelsen. O

Pastand — Desuden er f heller ej differentiabel.

Bevis. Da alle differentiable funktioner er kontinuerte (TL 6.1.9), og f ikke er kontinuert
ix =0, er f heller ¢j differentiabel i x = 0. O

§2.1.c

Betragt nu tilfeeldet n = 1. Forklar, hvordan det fglger af TL, 6.1.4 og 6.1.5 at f er
differentiabel i ethvert x # 0, og bestem den afledte funktion.

For god ordens skyld inkluderes de naevnte resultater her.

4 )
6.1.4 Derivasjonsregler Anta at funksjonene f og g er deriverbare i punktet a, og
at c er en konstant. Da er ogsa funksjonene cf, f + g, f — g, f - g og (forutsatt at
g(a) #0) f/g deriverbare i a. Deres deriverte er gitt ved:

(i) (cf)(a) =c- f'(a)

(ii) (f +9)(a) = f'(a) +d'(a)
(i) (f —9)'(a) = f'(a) — ¢'(a)

(iv) (f -9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a)

i) _ ['(a)g(a)=f(a)g'(a)
g g(a)?

6.1.5 Kjerneregelen Anta at g er deriverbar i a og at f er deriverbar i g(a). Da
er den sammensatte funksjonen h(x) = f[g(x)] deriverbar i a, og
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I vores tilfeelde er
o1

r-sin(=) x#0
) = { e

0 z =0.
Vi vil vise, at f er differentiabel i alle x # 0, sa lad = # 0, dvs. f(z) =z - sin (%) Det er
klart, at  — x er differentiabel i z. Antag for nu, at  +— sin (%) ogsa er differentiabel i
x. Daer f, som er produktet af disse to, ogsa differentiabel i z jf. 6.1.4 (iv).
Vend nu tilbage til hgjre led, altsa funktionen h(x) := sin (%) Definer ¢(z) := sinx og
v(z) == 1 hvorved h(z) = ¢(7(x)). Det er kendt, at bade ¢ og 7 er differentiable i alle
x # 0. Derfor kan 6.1.5 anvendes, og det fas, at

) = & Gl o) =cos (1) (=32

T

specielt at h(z) er differentiabel som gnsket. O

Samlet er

=z hW(z)+2" h(x)
eon () (=) i (1)
_ ) (1)

jf. 6.1.4 (iv).

§2.1.d

Lad igen n = 1. Er f kontinuert i z = 07 Er f differentiabel i x = 07

Pastand — Ja, f er kontinuert i z = 0.

Bewis. Vi viser, at 0 = f(0) = lim,_,o f(x). Det er klart at f(0) = 0 ved indseattelse. Nu
viser vi, at limg_,o f(z) = 0. Lad € > 0 veere givet. Seet § =¢. Antagat 0 < [z —0| < ¢

(specielt = # 0). Da er
(1 . (1 (1
x - sin ()' = |z| - [sin <>‘ < 0 |sin <)
x x T

hvor uligheden ved (1) folger af at sin’s billede er begraenset til [—1, 1]. O

(1)
<d=c¢

|f(z) = 0] =

Pastand — Nej, f er ikke differentiabel i z = 0.

Beuvis. Vi skal undersgge om graensevaerdien

L F0+ A) — (0)
Az—0 Az
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eksisterer. Da 0 # 0+ Az er f(0+ Az) = Az -sin (£). Desuden er f(0) = 0 ved
indsaettelse. Derfor er

lim 10+ Az) — £(0) = lim MLH(A%C) = lim sin <A1> = lim sin <1>

Az—0 Ax Axz—0 Ax Az—0 T z—0 T

men vi viste 1 2.1.b at hgjre greenseveerdi ikke eksisterer. Derfor er f ikke differentiabel i
z = 0. O

§2.1.e

Til slut antages at n» > 1. Er f kontinuert i x = 07 Er f differentiabel i x = 0?7

Pastand — Ja, f er kontinuert i z = 0.

Bevis. Vi viser, at 0 = f(0) = lim,_,o f(z). Det er klart at f(0) = 0 ved indseettelse. Nu
viser vi, at lim,_,o f(z) = 0. Lad € > 0 veere givet. Seet 6 = {/e. Antagat 0 < |[z—0| < ¢
(specielt = # 0) hvorved |z"| = |z|* < 0" = €. Daer
“(z)
sin| — || <e
x

1 1
x" - sin <>‘ = |z"| - [sin <)‘ <e
x x

hvor sidste ulighed fglger af at sin’s billede er begraenset til [—1, 1]. O

|[f(z) = 0] =

Pastand — Ja, f er differentiabel i z = 0, og f'(0) = 0.

Bewvis. Vi viser at

f(0+ Az) — £(0)

/ T _
FO=m A "
Lav samme omskrivning som i 2.1.d, altsa
Az) — Az)" -sin (x5 1
lim 1O+ Az) = /(0) = lim (A2) Sm(A“’”’) = lim 2" ! - sin | —
Az—0 Ax Az—0 Ax z—0 x

Vi gnsker altsa blot at vise, at

1
lim 2"~ ! - sin <> =0.
x—0 x

Lad € > 0 veere givet. Seet § = "+/e. Denne veerdi eksisterer netop da n > 1. Antag
0 < |z — 0] < 6 (specielt z # 0) hvorved |27 71| = |z|*"! < "1 =¢. Daer

() o ) )

hvor sidste ulighed folger af at sin’s billede er begraenset til [—1, 1]. O

€

|[f(z) = 0] =

N
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§2.2

Betragt funktionen
1
f(a:)zx(ln () +ln(w+1)> x> 0.
T

§2.2.a

Tegn ved hjelp af Maple grafen for 0 < x < 100. Hvilken veerdi ville du geette pa at
greensevaerdien lim, o f(x) har, hvis du alene skulle bedgmme ud fra denne graf?

Nedenstaende kommandoer anvendes til at tegne grafen i Maple.

g := x > xx(1n(1/x) + 1n(x + 1));
plot(g(x), x = 0 .. 100);
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f plottet pa intervallet [0, 100].

Formodning. lim,_, f(z) = 1.

§2.2.b

Bestem lim,_,o f(2).

Pastand — lim, , f(z) = 1.

Bewvis. Vi omskriver

f(a:)zx(ln <;> +1n(x—i—1)> = ! <31;> +11n(96+1) _In(z+1)—In(z)

X

1
T
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og observerer, at I’Hopitals regel kan anvendes pa udtrykket til hgjre da bade taller og
naevner gar mod 0 nar z — oo. Derfor er

% (In(z+1) —In(x))

lim f(z) = lim

11
I T r+1 x
= Jim T 2
, 11 )
=g ()

= lim
z—oo z(x + 1)
) x
= lim
z—oo x4+ 1
=1 (3)
hvor vi ved (2) brugte kaedereglen (TL 6.1.5) til at udlede, at
1
1 1) = 1 1) = —
o+ 1)) = (z+ 1) (e +1) = ——,
og ligheden ved (3) er kendt fra gvelserne og er let at eftervise. O
Dette beviser altsa formodningen.
§2.2.c
Beregn i Maple f(10™) for n = 1,...,10, og angiv resultaterne som approksimerede

decimaltal ved hjslp af kommandoen evalf. Vear opmaerksom pa, at Maple ikke
uden videre regner rigtigt her, og det er meningen at du skal fa et “forkert” resultat.

Nedenstaende tabel viser de resultater Maple gav ved at folge opgavens instruktioner.

f(10")
0.95310180
0.9950331
0.999500
0.99995
1.000
1.00
1.0
1.

© 00 O Uik W N3

—_
o
]

§2.2.d

Kan du ved hjeelp af kommandoen Digits fa beregningerne i 2.2.c til at stemme
overens med dit resultat i 2.2.b7 Brug eventuelt hjalpefunktionen i Maple til at fa
et indtryk af, hvad kommandoen ggr. Giv en lille kommentar - bgr en matematiker
uden videre stole pa en computer?
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Ja, ved at eendre konstanten Digits fra 10 til 15 sendres tabellen til folgende. Preecisionen

er som det fremgar gget med 5 cifre.

f(10")

—
[an}

© 00 1 O Ui W N H—3

0.9531017980432
0.995033085316
0.99950033307
0.9999500032
0.99999500
0.9999995
0.999999
1.00000
1.0000
1.000

Som det fremgar af Maples dokumentation til Digits kontrollerer denne variabel antallet
af cifre Maple anvender til at lave beregninger med de sakaldte “floats.” Det er vigtigt
at veere opmeerksom pa, at en computer ikke kan repraesentere vilkarlige reelle tal pa
effektiv vis. Derfor anvendes typisk “floating point” tal, da disse som regel har rimelig
praecision til de fleste opgaver og samtidig ikke fylder seerligt meget. Desveerre gar de dog
pa kompromis med praecision, hvilket er vigtigt for matematikere at kende til, s man
ikke sa let bliver narret af en ejendommelighed som demonstreret i 2.2.c. Mere generelt
er det vigtigt at have for gje, at computere ikke uden videre “taler sandt.”



