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“The beauty of mathematics only shows itself to more patient followers.”

— Maryam Mirzakhani

§4.1

I denne opgave vil vi vise, at

lim (1 + %)n = exp(z).

n—o0

Vi tager udgangspunkt i funktionen f(z) =In(l +z), z > —1.

84.1.a

Find Taylor-polynomierne, 71 f og T» f af fgrste og anden orden med udviklingspunkt
a = 0. Tegn ved hjeelp af Maple graferne for f, T} f og T5f i samme koordinatsystem
med tydelig angivelse af, hvilken graf der hgrer til hvilken funktion.

Pastand — Tif(z) = =x.

Bewvis. Eftersom

(In(1+2)) =W'(1+2)(1 +2) =

14z
ved brug af keedereglen, haves
f(0) , f(0)

Tlf(x):T‘}' 1 (z—0)

CIn(140) 119

-1 T

=0+

=2x

1
Pastand — Ty f(z) = — 22+
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Bewis. Eftersom

) = (15 ) =g+ =~

ved brug af keedereglen igen, haves

Tof(x) = f(()?) + f’l(!()) (x —0)+
1

A+0)7 2
2

-1
=0 g2
+x+ 5 x

L
——i-x + x.

/"(0)

51 (z —0)>

=0+4+z+

Nu tegner vi graferne i Maple ved brug af nedenstaende kommandoer.

f :=x ->1n(x + 1);

T_1f := x -> x;

T_2f := x => -1/2%x"2 + x;

plot([f, T_1f, T_2f], -2 .. 3, legend = [f, T_1 f, T_2 f]);

T T T 1
- ! ° ! 2\3
_1_

_6_
|[— 75 — 115y — 121

§4.1.b

Vis, at restleddet R;f(z) er givet ved

‘,1/,2

Rif(x) = TS

hvor c er et tal mellem 0 og x.
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Bewis. Vi viser resultatet ved brug af Lagranges retsledsformel. Denne inkluderes for
god ordens skyld nedenfor.

4 N
11.2.3 Lagranges restledsformel Anta at f og dens n + 1 fgrste deriverte er
kontinuerlige pa intervallet [a,z]. Da er

(n+1) (¢
Ruf@) =T - 0t

for et tall ¢ i den apne intervallet mellom a og .
. J

For x = 0 er opgavens udsagn klart sandt ved ¢ = 0, hvis vi definerer “mellem” til at
veere inklusiv endepunkterne.

Antag nu at x # 0. Ved indsattelse af a = 0, da dette er udviklingspunktet, og
n =1, da vi er interesset i R; f(x), i formlen, fas et ¢ mellem 0 og z, sadan at

fll(c) 1 2 .’I)2

Bf@) = g =0 = 5y = Ty o

som gnsket. 0

84.1.c

Lad n veere et vilkarligt naturligt tal. Vis, at der for x > —n gaelder

(1+ %)n —exp (nln (14 7))

Bewvis. Det udledes, at
T
zT>-n = —>—1
n
x
= 1+->0
n
sa 1+ = er positiv, hvorved vi kan tage dets logaritme. Ergo er
exp (n In (1 + f)) — nIn(1+3)
n

n(1+5)n
- (eln(l+%>)”
(+3)

som gnsket. OJ

§4.1.d
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Vis pa baggrund af de forelgbige resultater, at nar x > —n, geelder

(1+%>n — exp <x—%(ﬁc)2>

hvor ¢ i dette tilfzelde er et tal mellem 0 og x/n.

Bevis. Ved erstatning af x med z/n i resultatet vist i 4.1.b fas, at vi kan skrive

2

| <1+$> x x
n J— s —
n/ n 2n2(1 + ¢)?
22
= w1 ) =]
. n 2n2(1+c)?

for et ¢ mellem 0 og z/n.

Ved indseettelse af dette i resultatet vist i 4.1.c fas, at
(1 + E)n = exp (nln (1 + E))
n n
x x?
=exp|(n|———%———
P n  2n%(14c¢)?

22
= &P <a: B 2n(1 + c)2>

som gnsket. O

§4.1.e

Argumenter nu for, at
n
lim (1 4 E) = exp(z)
n

n—o0

for alle z € R.

4 N\
Lemma

For et givet x og ¢ # —1 gaelder

x2

lim ——
nl—%lo 2n(1 + 0)2
g 4

Bevis. Lad = og ¢ veere givet (¢ # —1 dax > —1 og c er mellem z og 0), og lad k = 2(1’”%)2

veaere en konstant. Da er

Nu er vi naet til at bevise opgavens resultat.
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Bevis. Da exp er kontinuert fglger det, at

lim exp
n—oo

T — v’
2n(1+ ¢)?

> = exp

lim
n—oo

)

T — v’
2n(1 + ¢)?

. z?
—ow (o= (57
=exp (z —0) af lemmaet
= exp (7)
som gnsket. O
§4.2
Betragt funktionen f: R? — R givet ved
I @) £00)
flay) = ai+y2 Y ’
0 (x,y) = (0,0)

§4.2.a

Tegn ved hjxlp af Maple grafen for f, og brug contourplot til at illustrere nogle
udvalgte niveaukurver omkring origo.

Nedenstaende kommando anvendes til at tegne et 3D-plot af f.

f = (x, y) > x"2*xy/(x"4 + y°2);
plot3d(f);

Nedenstaende kommando anvendes til at tegne nogle udvalgte niveaukurver for f omkring
origo.

with(plots);

contourplot(f, -5 .. 5, -5 .. 5, contours = 10, filled);
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0.4

§4.2.b

Vis, at niveaukurven beskrevet ved f(z,y) = 1 er den tomme maengde.

Bevis. Vi lgser ligningen x%@% =1 for (z,y) € R?\ {(0,0)} da f’s anden forgrening ikke
er relevant. Bemaerk, at

$2y

—x4—|—y2 =1 < azzy:x4+y2

sa y > 0 fordi ellers er venstresiden ikke-positiv, og heraf at = # 0. Lad nu z = 22, sa

z > 0. Sa vi skal lgse zy = 22 4+ y? for positive (z,y), men det fglger af AM-GM-uligheden
at

2y < 22y < 22+ 97
og derfor er der ingen sadanne lgsninger. Derfor er niveaukurven Nf(1): f(z,y) =1
netop givet ned

Ne(1) ={(z,y) | flz,y) =1} =10
som gnsket,. 0

§4.2.c

Vis, at enhver parabel med ligning pa formen y = cz? med undtagelse af punktet
(0,0) er indeholdt i en niveaukurve for f.

Lad ¢ € R vaere givet, og lad t = TCQ Da pastas folgende:
c



Albert B. Carlson — 22. oktober 2024 MatIntro aflevering 4

Pastand — Parablen y = c2? uden (0,0) er indeholdt i niveaukurven givet ved
f(x,y) =t. Med andre ord geelder

A= {(z,c2®) |z € R\ {0}} C Ny(t) = {(z,9) | f(z,y) =1t}

Bewis. Det er tilstrackkeligt at vise, at nar (a,b) € A, sa (a,b) € N¢(t). Antag derfor
(a,b) € A, dvs. punktet ligger pa parablen y = cx?, altsa b = ca®. Da haves

at 1+

CL4C

a*(1+ ¢2)
a’ca’

B a’b

=T

= f(a’ b)

hvilket netop viser at (a,b) € N¢(t) som gnsket. Da c¢ var vilkarligt valgt har vi nu vist
det for samtlige ¢ € R. Dette fuldfgrer altsa opgaven. O

§4.2.d

Er f en kontinuert funktion?

Pastand — Nej, f er ikke kontinuert.

Bevis. Vi ved, at f(0,0) = 0 pr. definition, men

4
. 2y 1 T _1
g ) = I e = 5 20

Af dette folger, at f ikke er kontinuert i (0,0), hvorved f ikke generelt er kontinuert. []



